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Zusammenfassung

NeuroLibrary ist eine dynamische C++ Bibliothek unter Linux, welche
kiinstliche neuronale Netze implementiert.

Der aktuelle Stand beinhaltet Multilayer-Perzeptrone und Error-Backpropagation
Lernalgorithmus mit diversen Aktivierungsfunktionen. Durch den grofien
FEinsatz von Linearer Algebra wurde die VecMaLibrary fiir Matrizen- und
Vektorenoperationen verwendet.

Es wird zunéchst auf die zu Grunde liegenden Modelle und Mathema-
tik eingegangen um im Weiteren die konkrete Implementierung zu bespre-
chen.
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1 Grundlagen

1.1 Multilayer-Perzeptron

Das Multilayer-Perzeptron ist eines der bekanntesten und am h&ufigsten zur
Anwendung kommende Neuronale Netz. Es gehort zu den klassischen Vertretern
der Feedforward-Netzen und besitzt eine in Abb. [ illustrierte Struktur.
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Abbildung 1: Beispiel einer Struktur eines MLP

Jedes Verarbeitungs-Element /Neuron (in Abb. [1] als Kreis dargestellt) ver-
kniipft seine Eingéinge durch eine bestimmte mathematische Funktion E Die
Neurone werden in Layer organisiert, wobei Neuronen in einem Layer nicht
untereinander verbunden sind. Ein Multilayer-Perzeptron E| besitzt einen Input-
Layer, eventuell mehrere Hidden-Layer und einen Output-Layer. Alle Neuronen
sind mit allen Neuronen benachbarter Layer verbunden. Von Layer zu Layer
wird demnach ein vollstdndiger bipartiter Graph gebildet.

Die Verarbeitung eines Input-Vektors e = (eq,...,e,) geschieht durch die
Présentation des Vektors am Input-Layer. Jedes Neuron verarbeitet ihre Eingénge
und die Werte werden bis zum Output-Layer weiterverarbeitet.

1.1.1 Das Perzeptron

Betrachten wir zunéchst ein einzelnes Neuron, im Speziellen das Perzeptron.
Die grundlegende Struktur wird durch Abb. [2| illustriert. Die Kombination der
Eingéinge wird durch eine Summe realisiert und anschlieend durch eine Akti-
vierungsfunktion ¢ weiterverarbeitet.
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Abbildung 2: Struktur eines Perzeptrons

IMeist wird hierfiir eine Summenfunktion und eine anschlieBende Aktivierungsfunktion
verwendet
2Fortan als MLP bezeichnet



Abbildung 3: Hardlimiter, Stiickweise linear, Sigmoid

Funktion Ausdruck
Hardlimiter oni(x) = { (1) ;Z: i i Z
0 fu; r<a
St.weise Linear  ¢pui(x) = =2 fir x € [a,b)
1 fir x>0
Sigmoid Vsig(z) = H%

Tabelle 1: Géngige Aktivierungsfunktionen

Oft wird optional ein weiterer Bias-Eingang angeboten. Dieser liefert eine
konstante Eins, welches durch das Gewicht wy gewichtet wird. Das Neuron er-
zeugt also die gewichtete Summe der Eingidnge um eine Konstante wg erhéht
und ldsst darauf die Aktivierungsfuntkion ¢ wirken.

Die Aktivierungsfunktion Das Ziel der Aktivierungsfunktion ist es, eine
Nichtlinearitét in das System zu einzufiihren. Betrachten wir riickwirkend nochein-
mal Abb. [I| mit der Zusatzinformation, dass jedes Neuron eine lineare Verar-
beitung vornimmt. Es wére unzweckméflig mehrere Schichten zu verwenden,
da das gesamte System ein lineares Verhalten aufweisen wiirde. Man koénnte
alle Gewichte zwischen zwei benachbarten Layer durch eine Matrix beschrei-
ben - somit ergiibe sich fiir die Ubertragung des gesamten Netzes das Produkt
der Matrizen. Allerdings sind mit einschichtigen Netzen lediglich linear sepa-
rierbare Verhalten behandelbar (siche Lineare Separierbarkeit Par41.1.1)). Es
ist demnach eine Nichtlineare Ubertragungsfunktion von Noten um komplexere
Aufgaben zu bewiltigen.

In Abb. werden die drei hiufigsten Ubertragungsfunktion dargestellt. Wihrend
der Hardlimiter fiir bindre Netze geeignet ist, stellt die Sigmoid-Funktion eine
auf ganz R differenzierbare Funktion dar.

Die angegebenen Beispiele sind fiir Netze geeignet, welche entweder binér
mit 0, 1-Werten arbeiten oder kontinuierlich im Intervall [0, 1] Werte annehmen.
Eine ebenfalls gingige Wahl stellen Netze dar, welche mit Werten —1, 1 arbeiten.
In diesem Fall werden die Aktivierungsfunktionen dementsprechend gestreckt.

Sigmoid-Aktivierung Die Sigmoid-Aktivierung hat die Besonderheit der Dif-
ferenzierbarkeit. Da diese im wesentlichen aus einer e-Funktion besteht, gestaltet
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Abbildung 4: Lineare Seperierung des R?

sich die Ableitung besonders schon:
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Lineare Separierbarkeit FEin einziges Perzeptron kann einfache Klassifizie-
rungsaufgaben iibernehmen. Betrachten wir das Beispiel in Abb. il Es werden
auf dem R? zwei Arten von Punkte (e1,e3) € R? platziert, die einen dunkel,
die anderen hell. Es sollen die Gewichte eines Perzeptrons so bestimmt werden,
dass es Auskunft erteilen kann, zu welcher der zwei Klassen ein Punkt gehort.

Das Ergebnis hat einen binédren Charakter: Ein Punkt gehort in die eine oder
in die andere Menge. Wir verwenden als Aktivierungsfunktion einen Hardlimiter
und identifizieren mit 0 die eine Menge, mit 1 die Andere.

Das Neuron liefert fiir wg + ejwi; + esws > 0 eine 1 und sonst eben eine
0. Der R? wird in zwei Klassen von Punkten partitioniert und es wird eine
Gerade definiert, welche die beiden Klassen trennt [] Die Gerade wird durch
eine Gleichung beschrieben und durch die Gewichte wg, w1, wy determiniert:

wo + ejwy + eqwg = 0

Ziel ist, die Gewichte so zu bestimmen, dass die zugehorige Seperierungs-
Gerade die Punkte so trennt, dass die gesamten Klassen auf gegeniiberliegenden

3In der Mathematik entspricht dies dem Rand der beiden Mengen.
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Abbildung 5: Das XOR-Problem

Halbebenen liegen. Die Gerade wird durch die drei Gewichte wg, w1, we mehr-
deutig bestimmt. Eine naheliegende Moglichkeit ist bereits angegeben. Setzen
wir wg := —1 so ist die Gerade durch die beiden Gewichte w1, ws in eindeutiger
Weise festgelegt:

wieq + Wwoeo = 1

Verwendet wir die Gerade in Abb.[d] Auf diese Weise fiihren alle Punktepaare
(e1,e2) unterhalb der Geraden im Neuron zum Wert 0, alle Paare oberhalb der
Geraden zu 1.

Es ist einfach einsehbar, dass die Verallgemeinerung zu hoheren Dimension
die Anzahl der Eingéinge entsprechend erhcht. Betrachten wir Punktemengen
im R™. Die Separierungsgerade wird zu einer Hyperebene, welche durch ihren
Normalvektor w := (wy,ws,...,w,) definiert ist:

w- e = —wy

Wobei hier e := (e, e, . . . €,) den Eingangsvektor darstellt und - das Standard-
Skalarprodukt von Vektoren. Hieraus ergibt sich, dass ein Perzeptron lediglich
linear separierbare Mengen klassifizieren kann. Erhoht sich die Komplexitdt der
Mengen derart, dass keine trennende Hyperebene gefunden werden kann, so ist
es dem Perzeptron nicht moglich eine Klassifizierung vorzunehmen. Das ein-
fachste Beispiel hierfiir: Das XOR-Problem.

1.1.2 XOR-Problem

Das XOR-Probem stellt das einfachste nicht-16sbare Problem fiir ein Perzeptron
dar, da es nicht linear separierbar ist. Es konnen keine Gewichte wg, w1, w2 so
bestimmt werden, dass die zugehorige Gerade wye; +wses = —wq eine Trennung
der Punktmengen vornimmt.

Um dieses Problem zu bewéltigen erzeugen wir zwei Neurone, welche die
Trennungsgeraden in Abb. [5|implementieren. Feuert E| keines der beiden Neuro-
ne oder Beide, so entspricht dies einem hellen Punkt. Feuert lediglich das Neuron
der unteren Gerade, das der Oberen nicht, so entspricht dies den dunklen Punk-
ten. Diese zweite Kodierung wird durch ein nachgeschaltenes Neuron realisiert,
welches in Abb. [0l illustriert wird.

4 Aus der Biologie stammend: Das Neuron wird aktiv, es liefert 1




Abbildung 6: Losung zum XOR-Problem
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Abbildung 7: Lésung zum Polygon-Problem

Die Losung des XOR-Problem wird also durch die Einfiihrung einer weite-
ren Schicht erreicht. Das XOR-Problem stellt also eine wesentliche Motivation
fiir die Verwendung von Multilayer-Perzeptronen dar, da dadurch wesentlich
komplexere Klassifizierungen vorgenommen werden kénnen.

1.1.3 Polygon Klassifizierung

Im 2-dimensionalen Fall kénnen durch dieses Schema im wesentlichen konvexe
Polygone als Klassifizierungsmenge abgedeckt werden. Eine spezielle Moglich-
keit, um ein konvexes Polygon zu klassifzizieren besteht darin, dass jede seitlich
begrenzende Gerade des Polygons durch ein Perzeptron dargestellt wird. Die
Ausrichtung muss allerdings so gewihlt werden, dass eine 1 auf der Seite des
Polygons geliefert wird. Feuert jedes Perzeptron, so ldsst man auch das nachge-
schaltene Feuern. Feuert zumindest eines nicht, so feuert auch das nachgeschal-
tene nicht. In Abb. [7] wird die Losung illustriert, wobei hier die Bias-Eingéinge
des Hidden-Layer nicht eingetragen sind.

Polytope im R"™ Die Verallgmeinerung ins Mehrdimensionale klassifiziert
dann Polytope im R™ nach dem vorgegebenen Schema. Die Randgeraden ver-
allgemeinern sich dann eben zu Hyperebenen, welche das Polytop eingrenzen.
Das Multilayer-Perzeptron verallgemeinert dieses Netz zu einer beliebigen
Anzahl von Layern zu beliebigen Dimensionen. Bereits mit drei Layern kénnen
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Abbildung 8: Graph des Fehlerquadrat

beliebig komplexe Mengen klassifiziert werden.

1.2 Error-Backpropagation

Nach den Uberlegungen von Sec. haben wir die Leistungsfihigkeit von
MLP abgeschétzt. Nun iiberlegen wir uns, wie wir die Gewichte zu bekann-
ten Trainingspaaren von Eingangs-/Ausgangsvektoren anpassen. Diesen Vor-
gang kommt einem Lernen gleich.

1.2.1 Quadratischer Fehler

Zur Findung der gesuchten Gewichte verwenden wir ein bekanntes Konzept - die
Fehlerquadrat-Optimierung. Wir driicken den Fehler als Funktion der Gewichte
aus und Optimieren diese zur Minimierung des Fehlers.

Sei also zunéchst y(w) eine zu optimierende Grofie und ¢ der anzustrebende
GroBe. Die Grofe y(w) hingt von einem Parameter w ab, welcher optimiert
werden soll.

Das Ziel ist es, denn Fehler so weit wie moglich zu minimieren. Der quadra-
tische Fehler wird wie folgt ausgedriickt:

E = g (yw) — )’

Um ein (lokales) Minimum von E zu finden, wird iterativ vom Fehler die
Steigung ‘3—5 abgezogen. Hat man das Minimum erreicht, ergibt sich dieser zu
0 - auf dem Weg dorthin, wird diese immmer kleiner. Man kann eine gewisse
Ahnlichkeit zum Newton-Verfahren zum Finden von Nullstellen feststellen.

Man kann dadurch eine Folge von Gewichten (wy) definieren, wobei rekursiv

definiert wird:
o0F,
Wiyl = Wk — ——
ow

1.2.2 Ausgangsschicht

In Verbindung mit dem Backpropagation Lernalgorithmus wird als Basis ein
MLP mit der sigmoiden Aktivierung verwendet. Um die Gewichte der Aus-
gangsschicht zu optimieren, formulieren wir einen Fehler.



Sei der a = (ay,...,an) der Ausgangsvektor. Der Vektor z = (x1,...,2,)
sei der Ausgangsvektor des letzten Hidden-Layer. Die Gewichte wj; seien die
Gewichte zwischen dem i-ten Neuron des letzten Hidden-Layer und des j-ten
Neuron der Ausgangsschicht.

Abbildung 9: Optimierung Ausgangsschicht

Der Vektor & = (ai,...,a,,) sei der anzustrebende Ausgangsvektor. Der

Fehler ergibt sich zu:
n 2
(@(Z wjiT;) — dj)
i=1
Die erforderliche Anderung des Fehlers berechnet man wie folgt:

2
OF o0 R
dw | Owy Z ( Zwﬂxz - )

2
= awlk 2 ( Zwlzmz >
= (@(;wzm) >8wzk ;wzm

= (al—dl)%ll(l*al)' Tk

m

1
E:Z§ —aj :Z

j=1 j=1
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Wobei wir aus Sec. die Identitit ¢’ = p(1 — ¢) verwenden. Wir defi-
nieren ein Fehlersignal ' und fassen wir das Ergebnis zusammen:

= (aj—a5)-a;(1-ay) (1)
oE 4
owji i @)

Auf die gleiche Weise sieht man schnell:

8552 Zalel (3)

Das Fehlersignal (51 beschreibt die Error-Backpropagation, also die Riick-
kopplung des Fehlers.




1.2.3 Innere Schicht

Fiir die Betrachtung der inneren Schicht, muss der Ausgang als Funktion der
Ausgéinge der inneren Schichten betrachtet werden. Nehmen wir als Beispiel den
letzten Hidden-Layer.

Abbildung 10: Optimierung Hidden Layer

Die zu optimierenden Gewichte lauten wieder wj;, welche die inneren Werte
x; gewichten und zu den Werten y; weiterverarbeitet werden. Diese werden {iber
die Gewichte ui; zu den Ausgéingen des Netzes. Wir bestimmen den Fehler:

E = (ak — dk)z
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Im Sinne des quadratischen Fehlers bilden wir die Ableitung:

OE  ~OE 0y,
Owgp = Oy; Owgp
- Z Z 5@,@.8‘3&
G=1 k=1 Wab

= Z(s]iukaya(l - ya)xb
k=1

= Xp 'ya(]- 7ya)25]iuka
k=1

Hierbei verwenden wir in der ersten Zeile das Ergebnis aus GI. [3] Definiere
wir auch hier wieder ein Fehlersignal 5]2-:

8 = y(1—y;) Y Spuy (4)
k=1



ok
aiuji

= O (5)

Definieren wir wie oben 533, 5;1, ... entsprechend der Gleichung GI. [4|so kénnen
wir die Berechnung des Fehlers analog vornehmen. Somit gestalten sich samtli-
che 6; in den verdeckten Schichten gleich und wir erhalten eine Rekursionsform

wie in Gl. 4] fiir alle weiteren inneren Schichten.

1.2.4 Algorithmus

Wir betrachten ein Multilayer-Perzeptron mit S Schichten, wobei jede Schicht
s =1,...5 die Dimension von d(s) Neuronen besitze. Hierbei sei die Schicht 1
die Ausgangsschlcht und die Schicht S der Eingangslayer. Weiters sei w}; das
Gewichte vom i-ten Neuron der (s+ 1)-ten Schicht zum j-ten Neuron der s-ten
Schicht.

Es seien weiters a} die Ausgangswerte des j-ten Neurons in der s-ten Schicht.
Fiir s = S erhélt man den Inputvektor.

Wir berechnen rekursiv die Fehlersignale 47 des j-ten Neurons in der s-ten
Schicht, mit s € [1,5 — 1]

1. -1 1

6; = (aj—aj)-a;(1—aj) (6)
d(s—1)

5 = (1—a) Z 5y hwp ! (7)

Fiir jedes Gewicht w3; gilt nun:

812 s 5+1
Bw‘j =0j-a (8)

Jedes Gewicht w3; wird nach der folgenden Gleichung veréndert:

S

_ s s _s+1
Wi neuw = Wjgare T 1 5ja’i 9)

Die Zahl 7 stellt die Lernrate dar: Also wie schnell das Netz lernen soll, seine
Gewichte verédndert. Eine zu niedrige Lernrate fithrt zu langsamen Lernverhal-
ten. Eine zu hohe Lernrate fithrt dazu, dass iiber das Minimum des Lernfehlers
hinausgeschosssen wird und ein Einpendeln stattfindet.

2 Implementierung

Da aus Sec.{I] ersichtlich ist, dass lineare Algebra zur Anwendung kommt, wird
in der Implementierung die VecMaLibrary verwendet. Da sich die NeuroLibrary
in einem noch sehr jungen Stadium befindet, ist die Klassenhierarchie (siehe
Fig. noch sehr bescheiden.

Sie teilt sich in drei Bereiche:

e Aktivierungsfunktionen
e Neuronale Netze

e Lernalgorithmen

10
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Abbildung 11: Klassenhierarchie

2.1 Aktivierungsfunktionen

Es werden die gingingen Aktivierungsfunktionen angeboten — manche davon
sind differenzierbar. Jede Aktivierungsfunktion bietet folgende Funktionalitéiten

e virtual void evaluate(double input) = 0
® virtual Activationx clone() =0

® Vector evaluate(Vector input)

HardlimiterActivation In bindren Netzen wird der Hardlimiter eingesetzt.
Ist der Input unterhalb einer Schwelle wird der Output meist auf 0 gesetzt.
Erreicht der Input diese Schwelle wird 1 zuriickgeliefert.

Listing 1: Konstruktor HardlimiterActivation

HardlimiterActivation (double limit=0.0,
double left =0.0, double right=1.0);

PwlActivation Der Name PwlActivation steht fiir Part Wise Linear, also
stiickweise linear. Zwischen zwei Grenzen verhilt sich diese Funktion linear,
auflerhalb konstant.

Listing 2: Konstruktor PwlActivation

PwlActivation (double xright=1.0, double yright=1.0,
double xleft=0.0, double yleft=0.0);

2.1.1 DerivateableActivation

Manchmal kann es erforderlich sein, dass die Aktivierungsfunktion differenzier-
bar sein muss — Backpropagation ist ein Beispiel dafiir. Die entsprechende Klasse
bietet zusétzlich noch folgende Funktionen an:

e virtual double revDerivation(double output) = 0
® Vector revDerivation(Vector output)

Die Ableitung wird als Funktion der Funktion selbst betrachtet. Betrachte
man die Funktion f(z) = 2%, die Ableitung ergibt sich zu f'(x) = 2z. Als
Funktion der Funktion selbst ergibt sich f/(x) = 2,/ f(z).

11



SigmoidActivation FEin Beispiel hierfiir ist die Sigmoid-Funktion. Sie ist
noch parametrisierbar beziiglich des Grenzwerts © — —oo und z — o0, sowie
der Steigung im Nullpunkt und der Verschiebung dieses.

Listing 3: Konstruktor SigmoidActivation

SigmoidActivation (double min=0, double max=1,
double xoff=0, double grad=1);

LinearActivation Die lineare Aktivierung kommt selten zum Einsatz und
lediglich in der Steigung parametrisierbar.

Listing 4: Konstruktor LinearActivation
LinearActivation (double grad=1.0);

2.2 Netze

Die NeuroLibrary stellt ein generisches Netz zur Verfiigung, nachdem alle Para-
digmen arbeiten. Es wird ein Eingangsvektor dem Netz préasentiert und daraus
ein Ausgangsvektor berechnet. Die Klasse NeuronalNet stellt diese Schnittstelle
zur Verfligung;:

virtual Vector evaluate(Vector input) = 0

2.2.1 Multilayer-Perzeptron

Das Multilayer-Perceptron kommt in zwei Ausfithrungen:
e unbiased
e biased

Im zweiteren Fall erhélt jeder Layer einen zusétzlichen Eingang, der konstant
1 liefert. Die Gewichte zwischen den Layern werden in Matrizen gespeichert. Auf
diese Weise ist die Evaluierung eines Input-Vektors besonders einfach. In jeder
Schicht werden folgende Schritte vorgenommen:

1. Multipliziere Gewichtungsmatrix mit Inputvektor
2. Wende Aktivierungsfunktion auf Ergebnisvektor an.

Sei also die Matrix W = (wj; )}"m die Gewichtungsmatrix der Gewichte vom
i-ten Neuron einer Schicht zum j-ten Neuron der n#chsten Schicht. Die erste
Schicht besitze n Neuronen, die néchste m Neuronen. Weiters treffe ein Input-

vektor e = (eq, ..., e,) auf diese Schicht. Durch die Summenbildung der Neuro-
nen wird fiir jede Komponente des Ergebnisvektors a = (aq, ..., a,) folgendes
berechnet:

n
aj: E wjl-ei
i=1

Da dies fiir jede Ergebniskomponente geschieht erhalten wir:

a=M -1

12
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Biased MLP Im Fall eines biased Multilayer Perzeptrons werden alle Funk-
tionen, mit Evaluierung und Layer-Grofie zu tun haben iiberschrieben:

® virtual Vector evaluate(Vector input)
® virtual Vectork createSubResults(Vector input)

e virtual int getLayerSize(int layer)

2.3 Lernalgorithmen

Die NeuroLibrary unterstiitzt bis jetzt lediglich den Backprogagation-Algorithmus
er fillt in die Klasse des Supervised Learning. Das Supervised Learning stellt
Paare von Eingangs- und Ausgangsvektoren zur Verfiigung, die gelernt werden
sollen. Das Ergebnis (Ausgangsvektor) ist demanch schon bekannt und man
kann direkt die Entfernung zum Ergebnis (Soll-Ist) berechnen.

Die Klasse SupervisedLearning stellt eine Schnittstelle fiir diese Art von Ler-
nen bereit:

virtual void train(Vector input, Vector destination) = 0;
virtual Vector evaluate(Vector input) = 0;

virtual void setLearnrate (double learnrate) = 0;

virtual double getLearnrate() = 0;

2.3.1 Error-Backpropagation

Der Backpropagation-Algorithmus stellt ein Beispiel fiir das Supervised Learning
dar. Er arbeitet nach dem Prinzip der quadratischen Fehler-Optimierung auf
einem Multilayer-Perceptron.

Backpropagation (int layerSizes[], int cntLayers,

DerivateableActivation* activation , double learnrate ,
double dynamic=0.0, double init=2, bool biased=true);

Dem Backpropagation-Algorithmus werden zunéchst die Geometrien des zu-
grundeliegenden MLPs iibergeben, sowie dessen Aktivierung. Diese muss Algorithmus-
bedingt eine differenzierbare Funktion sein. Danach folgen Lernkonvergenz be-
einflussende Parameter learnate und dynamic. Der Parameter init noch an, in
welchem Intervall die Gewichte zufillig initialisiert werden. Mit biased kann man
regeln, ob ein biased MLP oder ein unbiased verwendet wird.

Es werden noch zur einfachen Anwendung zwei statische Methoden angebo-
ten, mit denen man eine Backpropagation-Instanz erzeugen kann.
static Backpropagation createSigmoidBipolar(ints* layerSizes,

int cntLayers, double learnrate , double dynamic=0.0)

static Backpropagation createSigmoidUnipolar(int* layerSizes ,
int cntLayers, double learnrate , double dynamic=0.0)

13
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